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9. Ubung Mathematische Logik

Abgabe: bis Montag, den 28.06., um 12:00 Uhr, online im Moodle-Lernraum.

Ubungen und Teilaufgaben, die mit ® markiert sind, sind freiwillig und geben keine Punkte. Ubungen,
die mit * markiert sind, sind Bonusaufgaben. Der Inhalt aller Aufgaben ist fiir die Klausur relevant.

Aufgabe 1 10 Punkte

Diese Aufgabe ist online im Moodle-Lernraum der Veranstaltung unter ,eTest 9 zu absolvieren.

Aufgabe 2 5 Punkte

Sei K die Klasse aller ungerichteten Graphen G = (V, E), in denen es fiir jedes n € N hichstens eine
Zusammenhangskomponente mit genau n Knoten gibt.

Zeigen Sie, dass K nicht endlich axiomatisierbar ist, indem Sie eine Gewinnstrategie fiir die Dupli-
katorin in einem geeigneten Ehrenfeucht-Fraissé-Spiel finden.

Aufgabe 3 6 Punkte
Sei T = {<}, wobei < ein zweistelliges Relationssymbol ist. Beweisen Sie mithilfe des Sequenzenkal-
kiils der Priadikatenlogik, dass die Sequenz

V(- < z),VaVyVz(z <y Ay < z) mx < z) = VaVy-(z <y Ay < z)

giltig ist. Verwenden Sie nur den Sequenzenkalkiil und keine semantischen Argumente oder Umfor-
mungen.

Aufgabe 4 9 Punkte

In dieser Aufgabe betrachten wir Schlussregeln des Sequenzenkalkiils der Pradikatenlogik. Dabei ist f
ein zweistelliges Funktionssymbol und g ein einstelliges Funktionssymbol.

(a) Zeigen oder widerlegen Sie die Korrektheit der folgenden Schlussregeln. Argumentieren Sie da-
bei semantisch, also insbesondere nicht durch Ableitungen im Sequenzenkalkiil.
0 = A VaVyd(fzy)
I'= A, Jzd(x)
I, Vaep(z, gx) = A
I Vedyp(z,y) = A

(i) wobei g nicht in ' U A U {¢} vorkommen darf

(b) Betrachten Sie die beiden Schlussregeln (3 =) und (= V) aus der Vorlesung.

Lyy(c) = A I'= A ¢(c)
I, 3zy(z) = A I'= A, Vay(x)

(3=): und  (=V):

Dabei darf ¢ jeweils nicht in I', A und ) vorkommen.
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(i) Zeigen oder widerlegen Sie, dass (3 =) korrekt ist, wenn man zuldsst, dass ¢ in A vor-
kommt, aber ¢ weiterhin nicht in I" und v vorkommen darf.

(i) Zeigen oder widerlegen Sie, dass (= V) korrekt ist, wenn man zuldsst, dass ¢ in A vor-
kommt, aber ¢ weiterhin nicht in I" und v vorkommen darf.

Aufgabe 5 10 Punkte

Wir betrachten die Struktur 2( := (P(N), U, N), wobei P(N) die Potenzmenge der natiirlichen Zahlen
ist und U, N die tiblichen Mengenoperationen (Vereinigung und Schnitt).

Fir eine Menge A € P(N) ist die Kardinalitit |A| die Anzahl der Elemente von A, falls A endlich
ist, oder oo, falls A unendlich ist.

(a) Wir definieren die Relation ~ C P(N) x P(N) mit
A~ B gdw. |A|l=|B|.

(i) Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf P(N) ist.

(ii) Zeigen oder widerlegen Sie, dass ~ eine Kongruenzrelation auf 2l ist.

(b) Nun definieren wir die Relation ~9 C P(N) x P(N) mit
A~y B gdw. (AN2N) = (BN2N), wobei2N die Menge der geraden Zahlen ist.

Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass ~9 eine Aquivalenzrelation auf P(N) ist.

(i) Zeigen Sie, dass ~9 eine Kongruenzrelation auf 2l ist.

(i) Zeigen Sie, dass die Faktorstruktur 2/~ wieder zu 2 selbst isomorph ist, indem Sie einen
Isomorphismus 7: 20 — A/~ angeben und beweisen Sie, dass 7 tatsachlich ein Isomor-
phismus ist.
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