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1. Ubung Mathematische Logik

Abgabe: bis Montag, den 26.04., um 12:00 Uhr, online im Moodle-Lernraum.

Ubungen und Teilaufgaben, die mit ® markiert sind, sind freiwillig und geben keine Punkte. Ubungen,
die mit * markiert sind, sind Bonusaufgaben. Der Inhalt aller Aufgaben ist fiir die Klausur relevant.

Organisatorische Hinweise (der Ubungsbetrieb lauft iiber den Moodle-Lernraum):

« Bitte geben Sie Thre Losungen online im Moodle-Lernraum der Veranstaltung ab.

« Bitte geben Sie in Gruppen von 3 bis 4 Personen ab.

+ Geben Sie bitte alle Namen und Matrikelnummern oben rechts auf Threr Losung an.

+ Abgaben miissen mit unserer IgX-Vorlage erstellt und im PDF-Format hochgeladen werden.
+ Sie erhalten die Korrekturen online in Moodle. Fragen kénnen Sie im Forum stellen.

« Im Moodle-Lernraum finden Sie hier mehr Hinweise zur Ubungsabgabe.

Aufgabe 1 10 Punkte

Diese Aufgabe ist online im Moodle-Lernraum der Veranstaltung unter ,eTest 1 zu absolvieren.

Aufgabe 2 1+ 7+ 3 Punkte

Die beiden beriihmten Logiker Bertrand und David diskutieren iiber ihre gemeinsame Zeit als Studen-
ten. Sie waren damals beste Freunde und haben genau die gleichen Wahlmodule belegt, konnen sich
aber nicht mehr genau erinnern, welche Module das waren. Sie wissen noch, dass zur Auswahl die
Module ,Algebra®, ,Computeralgebra®, ,Ethik®, ,Formale Systeme® und ,Grundlagen der Mathematik®
standen. Auflerdem erinnern sie sich an die folgenden Tatsachen.

(i) Sie haben mindestens eins der fiinf Wahlmodule belegt, aber nicht alle.
(ii) Um ,Computeralgebra® zu belegen, waren ,Ethik“ und ,Formale Systeme” erforderlich.

(iii) Sie haben entweder sowohl ,Algebra®“ als auch ,Grundlagen der Mathematik” belegt, oder keins
von beiden.

(iv) Obwohl Bertrand es paradox findet, sind sich beide sicher, dass ,Computeralgebra“ eine Voraus-
setzung fur ,Algebra“ war.

Da sie aus diesen Tatsachen immer noch nicht schlieffen kénnen, welche Module sie genau belegt
haben, fangen sie nun an, zu spekulieren.

(v) Bertrand behauptet, dass er ,Formale Systeme” nie belegt hat.

(vi) David meint sich zu erinnern, dass ,Grundlagen der Mathematik® auf seinem Programm stand
und er das Modul belegt hat, da es seiner Meinung nach ,sicher irgendwie machbar” war.
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(vii) Inzwischen ist ihr gemeinsamer Freund Kurt vorbeigekommen und hat die Spekulationen mitbe-
kommen. Er kann sich an alles sicher erinnern und gibt ihnen den Hinweis, dass genau einer der
beiden mit seiner Spekulation Recht hat und der andere sich irrt.

Finden Sie durch geeignete Formalisierung in der Aussagenlogik heraus, ob Bertrand oder David
Recht hatte und welche Wahlmodule die beiden belegt haben kénnten. Gehen Sie dabei wie folgt vor:

(a) Definieren Sie eine geeignete Variablenmenge und deren intendierte Semantik. Unterscheiden Sie
durch Thre Notation explizit zwischen Syntax und Semantik.

(b) Formalisieren Sie die Bedingungen (i) bis (vii) in der Aussagenlogik, indem Sie fiir jede Bedingung
eine aussagenlogische Formel angeben.

(c) Bestimmen Sie aus den Aussagen, wer von den beiden Recht hatte und welche Module sie genau
belegt haben. Gibt es mehrere Moglichkeiten? Argumentieren Sie semantisch mithilfe von Inter-
pretationen (insbesondere nicht tiber Wahrheitstabellen oder Aquivalenzumformungen).

Aufgabe 3 (2 +2) + 2 Punkte

Eine Formel ¢ € AL heif3t nicht-trivial, wenn sowohl ¢ als auch — erfilllbar ist. Auflerdem definieren
wir den Junktor ,&“ durch ¢ @ ¥]” = 1 gdw. []° # [1]” (exklusives Oder).

(a) Sind folgende Formeln Tautologien, nicht-trivial oder unerfillbar? Argumentieren Sie seman-
tisch mittels Interpretationen (ohne Wahrheitstabellen und Aquivalenzumformungen).

i) (AeB)@(CaeD))AN(-(A—=B)AN-(C—= D))
i (X—="X) vV =>-Y)A(X—=0a(1—-Y))

(b) Zeigen Sie nur durch Aquivalenzumformungen, dass folgende Formeln logisch dquivalent sind.
(AV(AANB))V(CAD) und (=C— A)A((mA—C)AN—-(mAAN-D))

Hinweis: Sie diirfen auch die Aquivalenz 1) — ¢ = =) V ¢ fiir ¢, p € AL verwenden.

Aufgabe 4 1 + 3 + 4 Punkte

Wir ordnen einem gerichteten Graphen G = (V, E)) mit der Knotenmenge V' = {1,...,n} die Inter-
pretation J¢ tiber der Variablenmenge 7, := {X;; | 1 < 4,j < n} zu, sodass Jg(X;;) = 1 genau
dann, wenn in G eine gerichtete Kante von i nach j existiert, d.h. (7, j) € E.

(a) Geben Sie eine Formel ¢ mit 7(yp) = 73 an, sodass J¢ = ¢ exakt fiir folgenden Graphen gilt:
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(b) Konstruieren Sie fiir beliebiges n € N mit n > 2 eine Formel ¢,,, die ausdriickt, dass der Graph
einen gerichteten Kreis der Lange 2 als induzierten Teilgraphen enthélt (d.h. fiir einen gerichteten
Graphen G mit Knotenmenge {1, ...,n} gilt J¢ | ¢, genau dann, wenn G einen gerichteten
Kreis der Lange 2 als induzierten Teilgraphen enthélt). Begriinden Sie die Korrektheit Threr Kon-
struktion kurz, falls sie nicht sofort ersichtlich ist.

Hinweis: Gerichtete Kreise der Lange 2 sind Graphen, die genau die folgende Form haben (bis
auf Benennung der Knoten und Darstellung):

N
o [
xS

Ein Teilgraph von G = (V, E) ist ein Graph H = (W, F) mit W C V und ' C E. Wir
sagen, dass der Teilgraph H (durch W) induziert ist, wenn er alle Kanten aus G enthélt, deren
Endpunkte beide in W sind, dh. wenn F = E N W?2 gilt. Zum Beispiel ist im Graphen aus
Teilaufgabe (a) der von W = {1, 3} induzierte Teilgraph ein gerichteter Kreis der Liange 2.

(c) Geben Sie fiir beliebiges n € N mit n > 0 eine Formel ¢,, an, die ausdriickt, dass der Graph
mindestens n/2 isolierte Knoten (d.h. Knoten ohne eingehende Kanten, ohne ausgehende Kanten
und ohne Selbstkante) hat. Begriinden Sie kurz die Idee und Korrektheit Threr Formel.

Aufgabe 5* 5* Punkte

Wir sagen, dass zwei aussagenlogische Formeln ¢ und ¥ sich widersprechen, wenn ¢ A ¢ unerfiillbar
ist. Zeigen Sie, dass es fiir alle Paare ,9 € AL, die sich widersprechen, eine Formel ¢y € AL mit
(1) C 7(p) N 7(V) gibt, sodass ¢ und =) sich widersprechen sowie ¥ und 1) sich widersprechen.
Hinweis: Sie kénnen das gesuchte 1) aus Formeln der Form ¢[Z /7] konstruieren, wobei die Variablen
T = 7(p) \ 7(¥) sind und 7 € {0, 1}/ eine mégliche Belegung fiir T ist. Die Schreibweise [z /7]
bezeichnet die Formel, die entsteht, wenn in ¢ jedes Vorkommen von x; durch v; ersetzt wird.
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