12. Gruppeniibung, Mathematische Logik, SS 2015

Aufgabe 1

Entscheiden Sie jeweils, ob die folgenden Aussagen zutreffen und geben Sie
eine kurze Begrindung an.

(i) Es gibt genau 4 paarweise nichtdquivalente aussagenlogische Formeln
1, P2, P3, P4 Uber der Variablenmenge 7 = { X, Y}, so dass jede Formel
v € AL uber der Variablenmenge 7 zu einer Formel ¢, aquivalent ist.

(i) Sei ¢ eine AL-Formel, die nicht zu einer Horn-Formel dquivalent ist. Dann
ist @ ebenfalls nicht dquivalent zu einer Horn-Formel.

(iii) Seien W1, W, C AL zwei Mengen von AL-Formeln, so dass fir jede end-
liche Teilmenge ®; C W, eine endliche Teilmenge ®, C W, existiert, so
dass ®; U &, erfiillbar ist. Dann ist W1 N W, erfiillbar.

(iv) Seien ', A C AL zwei endliche Mengen von AL-Formeln, sodass T = A
eine giiltige Sequenz ist. Fiir alle endlichen, nicht-leeren Mengen ", A’ C
AL von AL-Formeln ist die Sequenz T UT" = AU A’ giiltig.

(v) Sei @ C AL eine endliche Menge von AL-Formeln, und sei i) € AL eine
AL-Formel, so dass ® |= 1) gilt. Dann ist Sequenz —¢) = {—p | p € ®}

gultig.

(vi) Seien A und B zwei 7-Strukturen, so dass 2 =, B, aber A %, B,
und sei ¢ € FO(7) ein Satz mit Quantorenrang qr(¢) = m + 1. Dann
gilt entweder 2l = ¢ und B [~ ¢, oder A }= ¢ und B = ¢.

(vii) Sei 7 eine endliche Signatur, und sei KC eine FO-axiomatisierbare Klasse
von 7-Strukturen, so dass alle Strukturen 2,8 € K isomorph sind, also
20 = B. Dann sind alle Strukturen aus K endlich.
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(viii) Seien 2(, B zwei 7-Strukturen, wobei 7 endlich und relational ist. Sei
((ai, bi))i<m eine Partie aus dem Spiel G,,(2(,B), die der Herausforderer
gewinnt. Dann gilt 2 #,, B.

(ix) Sei ® C FO(7) eine unendliche, erfiillbare Menge von FO(7)-Sétzen.
Dann gilt fir jeden Satz ¢ € FO(7), dass Mod(®) # Mod(y).

(x) Der Satz ¢p =VxVy(x-0=yAx-1=y-yAN0=1) e FO({-,0,1}) ist
erfillbar.



