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3. Ubung Mathematische Logik

Abgabe: bis Dienstag, den 30.04. um 11:45 Uhr am Lehrstuhl oder in der Vorlesung.

Geben Sie bitte Namen, Matrikelnummer und die Ubungsgruppe an.

Aufgabe 1 10 Punkte

Sei (¥, )nen eine beliebige Folge von Mengen von aussagenlogischen Formeln, so dass fiir alle
n € Ngilt: U,, C U, 4. Sei ¥ := J,,cy ¥n, und sei ¢ eine AL-Formel. Zeigen oder widerlegen
Sie, dass die folgenden Aussagen fiir alle ¥,,, ¥, ¢ mit den genannten Eigenschaften gelten.

Wenn W erfiillbar ist, dann sind auch alle ¥,, erfillbar.

(a
(b

Wenn alle V,, erfiillbar sind, dann ist auch ¥ erfillbar.

)
)
(c) Wenn fiir ein n gilt, dass ¥,, = ¢, dann auch ¥ |= ¢.
(d) Wenn ¥ = ¢, dann auch ¥; = ¢ fiir alle 1.

)

(e) Wenn V¥ |= ¢, dann existiert ein J € N, so dass U, |= ¢ fiir alle j > J.

Aufgabe 2 10 Punkte
Wir betrachten die Potenzmengenalgebra 20 = (P(N), U, N, ~, 0, N) {iber den natiirlichen Zahlen.
o Ein Filter F C P(N) ist eine Menge von Mengen mit den folgenden Eigenschaften:
-NeF 0¢gF
— Wenn v € F und w € F, dann auch vNw € F

— Wenn v € F und v C w, dann auch w € F

o Die Menge aller co-endlichen Mengen Fr := {v € P(N) | v ist endlich} nennen wir den
Fréchet-Filter.

e Ein Ultrafilter U ist ein Filter mit der zusétzlichen Eigenschaft, dass fiir jede Menge
v € P(N) entweder v € U oder v € U gilt.

(a) Weisen Sie nach, dass der Fréchet-Filter tatséchlich ein Filter ist.

(b) Zeigen oder widerlegen Sie, dass U,, := {v € P(N) | n € v} fiir jedes feste n € N ein
Ultrafilter ist.

(c) Zeigen Sie mit Hilfe des Kompaktheitssatzes der Aussagenlogik, dass ein Ultrafilter U exi-
stiert, der den Fréchet-Filter erweitert, also fiir den gilt, dass Fr C U.
Hinweis: Verwenden Sie Aussagenvariablen X, fiir jedes v € P(N) und konstruieren Sie eine
Formelmenge @, die genau dann erfiillbar ist, wenn ein solcher Ultrafilter U O Fr existiert.

http://logic.rwth-aachen.de/Teaching/MaLo-SS13/



Aufgabe 3 10 Punkte

(a) Uberpriifen Sie mit Hilfe der Resolutionsmethode, ob die folgende Formel unerfiillbar ist:

EXVY)ANEYVZONYVAZ)NXVIZ)AN (=X VY VZ).

(b) Uberpriifen Sie mit der Resolutionsmethode, ob die folgende Formel eine Tautologie ist:

(XAY)V(XA2)V(ZAY)V(XAYAN-Z)V (X AY ANZ).

(c) Uberpriifen Sie mit der Resolutionsmethode, ob die folgende semantische Folgerung gilt:

{(=XVY),(-YVZ),(-XVZ),YVX),ZVXVY)lEXANYANZ

http://logic.rwth-aachen.de/Teaching/MaLo-SS13/



