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3. Ubung Logik und Spiele

Abgabe: bis Dienstag, den 12.5. um 12:00 Uhr am Lehrstuhl oder in der Vorlesung.

Hinweis: Sie diirfen in den Aufgaben 1 und 2 davon ausgehen, dass in den Formeln nur atomare
Formeln negiert auftreten.

Zusatzaufgabe: Beschreiben Sie eine Modifikation Threr Spiele, so dass Negationen beliebiger
Teilformeln zugelassen werden kénnen.

Aufgabe 1

Wir betrachten FO+4C, die Erweiterung der Pridikatenlogik um Zihlquantoren 32" mit folgen-
der Semantik:

A= 32"z p(x,b) gdw. es existieren mindestens n verschiedene Elemente a € A
mit 2 = ¢(a,b).
(a) Ist FO4C ausdrucksstéarker als FO?

(b) Passen Sie die Regeln des Auswertungsspiels fiir FO auf geeignete Weise an, um ein Aus-
wertungsspiel fiir FO+C zu erhalten.

(¢) Geben Sie die Grofle des Spielgraphen eines FO+C Modelcheckingspiels und den Platz-
bedarf fiir die Représentation der Knoten an.

Aufgabe 2
Die Logik TC ist die Erweiterung von FO um einen Operator, der die transitive Hiille einer
Relation definiert. Sei ¢(Z,7) eine Formel, die mindestens 2¢ Variablen T = (x1,...,2,) und

¥ = (y1,...,yr) frei enthélt, dann ist [tcz 5 ¢(Z,7)](@,b) die TC-Formel, die besagt, dass (a, b)
in der reflexiven transitiven Hiille der bindren Relation auf /-Tupeln, die durch ¢ definiert wird,
enthalten ist, d. h. formal (mit zusétzlichen freien Variablen Zz)

A= [tz g (7, 5,2))(@,5,0) gdw. (@,5) € TC({(w,0) € 4 A= p(u,7,2)}).

Zum Beispiel driickt die Formel VuVv[tc,, Fxy|(u,v) aus, dass ein Graph zusammenhéngend
ist.
(a) Geben Sie eine TC-Formel an, die ausdriickt, dass ein ungerichteter Graph bipartit ist.
Hinweis: Ein Graph ist genau dann bipartit, wenn er keine Kreise ungerader Lange enthélt.
(b) Wir betrachten das k-Variablen-Fragment TCF, in dem jede Teilformel héchstens k freie
Variablen haben darf und in dem daher auch die Stelligkeit der Relationen beschréankt
ist, deren transitive Hiillen definiert werden kénnen. Entwerfen Sie ein geeignetes Auswer-

tungsspiel fiir TCF, und zeigen Sie damit, dass das Entscheidungsproblem, ob Spieler 0
eine Gewinnstrategie hat, in P ist.

Hinweis: P = ALOGSPACE.

http: //logic.rwth-aachen.de/Teaching/LS-SS09/



Aufgabe 3

Eine Bisimulation zwischen zwei Transitionssystemen 8 = (V. (Ey)aca, (Pi)icr) und & =
(V' (EL)aca, (P])icr) ist eine Relation Z C V x V', so dass fiir alle (v,v') € Z gilt:

(a) v e P, gdw. v’ € P/ fiir alle ¢ € I.

(b) Hin: Fiir alle a € A und w € V mit v - w existiert ein w’ € V/ mit v/ % w’ und es ist
(w,w') € Z.

Her: Fiir alle a € A und w’ € V' mit v/ - w' existiert ein w € V mit v - w und es ist
(w,w') € Z.

Gegeben seien zwei Spielgraphen G = (V. Vy, V1, E) und G’ = (V', V], V{, E’). Diese kénnen
als Transitionssysteme mit einer einzigen (nicht weiter ausgezeichneten) Kantenrelation E und
zwei atomaren Propositionen Vy und Vj aufgefasst werden. Weiterhin ist eine Bisimulation
Z CV x V' zwischen G und G’ gegeben.

Zeigen Sie, dass die beiden Spiele in dem Sinn dquivalent sind, dass fiir alle Positionen v € V'
und v' € V' mit (v,v") € Z das Spiel G von v und das Spiel G’ von v aus von demselben Spieler
gewonnen werden (wer nicht ziehen kann, verliert).

http: //logic.rwth-aachen.de/Teaching/LS-SS09/



